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 NO  ECNALAB ECNAIRAV DNA
SNGISED KCOLB NI ECNALAB YCNEICIFFE

ahaS .M .G
attuclaC ,etutitsnI lacitsitatS naidnI ,rosseforP deriteR

TCARTSBA

-lab fo stpecnoc tnatropmi owt eht eziretcarahc ew sngised kcolb fo yticilpmis lacitylana fo snoitaredisnoc morF
ycneiciffe fo snoitcurtsnoc dna seitreporp emos ssucsid dna ,ecnalab ycneiciffe dna ecnalab ecnairav ,yleman ,ecna
kcolb fo ecnalab ycneiciffe dna ecnairav fo noitaziretcarahc gnitseretni rehtona ssucsid osla eW .sngised decnalab

.sngised

.1 noitcudortnI

ssucsid ot )i( :dlofowt si elcitra eht fo evitcejbo ehT
ycneiciffe dna ecnalab ecnairav fo snoitaziretcarahc owt
woh )a( wohs ot yllaciceps ,sngised kcolb ni ecnalab
ngised kcolb a fo ’ecnalab‘ dna sisylana fo ’yticilpmis‘
rednuos dna tuc-raelc a woh )b( dna detaler-retni era
tahw morf tnereffid hcum ,ecnalab ycneicife fo noitinifed
ssucsid ot )ii( ;dereffo eb nac ,erutaretil ylrae ni dnuof si
fo snoitcurtsnoc dna seitreporp lairotanibmoc niatrec

.sngised decnalab ycneiciffe

( sretemarap eht htiw ngised kcolb a redisnoC v  , b  , r,
k  ,erehw ,) v  ,stnemtaert fo rebmun eht si b rebmun eht si 

 ,skcolb fo r ( = r1,r2  ; ... , rv) ' noitacilper fo rotcev eht si 
 dna ,stnemtaert eht fo srebmun k ( = k1  , k2  , ... , kb) ' eht si 

fo xirtam ecnedicni eht etoneD .sezis kcolb fo rotcev
 yb ngised kcolb eht N (( = n ji )) b×v  tel dna T rotcev eht eb 

 dna ,slatot tnemtaert fo B nehT .slatot kcolb fo taht eb 
stceffe tnemtaert eht rof snoitauqe lamron decuder eht

yb nevig era

,QC

  ,erehw ,NkNrC       ,BkNTQ

r [ gaiD = 21 ,...,, rrr ]

k (= k ) 1- [ gaiD= 11
21 ,...,, bkkk ,]

 dna N '   fo esopsnart eht si N fo melborp lartnec ehT .
a fo dloh teg ot ,suht ,si ngised kcolb a fo sisylana eht

g- yas ,esrevni C  fo , C xirtam a ,si taht , C gniyfsitas

CC C  = C  eht suhT . C syalp ngised kcolb a fo xirtam-
.sisylana sti ni elor tnatropmi yrev a

nevig evah srohtua rehto emos dna )1791( iksnilaC
 eht dellac si tahw ot ecnatropmi erom M0 a fo xirtam-

ycneiciffe fo tpecnoc yrev eht tcaf nI .ngised kcolb
detaicossa yletamitni si erutaretil eht fo tsom ni ecnalab

 siht htiw 0M siht ni wohs ,revewoh ,llahs eW .xirtam-

 tuoba tegrof nac ew taht elcitra 0M  fo ”ecnalab“ dna
terpretni ot snoitpmussa lausunu sih dna ]9591[ senoJ

( ”noitamrofni fo ssol“ eht eht tuoba klat llits dna ,)
ylno fo sisab eht no ngised kcolb a fo ecnalab ycneicife

 eht C ew ,repap siht tuohguorht ,yllatnedicnI .xirtam-
 hcihw rof ,ylno sngised detcennoc tuoba klat llahs knar

(C  = ) v - .1

 taht dewohs ]2591[ rehcoT  C + 'r r /n -non si

 erehw ,ralugnis  n  =
''' 1,11 kr  rotcev wor eht gnieb

esrevni eurt eht taht dna ,ezis etairporppa fo s’1 lla fo

 fo  C  + 'r r  n/  a si g  fo esrevni- C suhT .

1  = C+ 'rr  erehw ,n/ C C  = C.

woN

1 ,][ erehwoMIr  ' ./1 nrkNroM  

taht nwohs sah ]1791[ iksnilaC

1
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,dellac eh tahw ,rof mrof elpmis yrev a ot secuder hcihw
sngised decnalab ycneiciffe ,ro ,sngised decnalab yllatot
fo noitined tnerruc gniwollof eht morf ,tcaf nI .)DBE(
si ngised kcolb a taht sevresbo ]1791[ iksnilaC ,DBE

fi ylno dna fi DBE na
'

0 .10,],/1[ v nrIM

 si ngised kcolb A  decnalab ycneiciffe ,fi ylno dna fi
 rotcev tsartnoc tnemtaert yreve rof s  , si siht taht etoN(

 taht os tsartnoc lanoitavresbo na ' 0rs  ).

0 ,ssM laeremos rof <0 , ,1<
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erehw  fo eulavnegie orez-non euqinu eht si 0M .

,DBE na rof taht ees ot ysae si tI
'11 ]/1)1()1([ v rnrI

 tsartnoc )cirtemarap( yreve rof ecneh dna ' ,

2'12'' ˆ )1()( rV
 no deniag noitamrofni evitaler eht ,eroferehT ' ,

no ycneiciffe ro ,)ngised lanogohtro na ot derapmoc(
' si ,

2'12' .)1()1( rr
eht rof sngised ”decnalab ycneiciffe“ eman eht ecneH

.ngised kcolb fo ssalc evoba

fo noitinifed eht gnillacer yb noitces siht dne eW
cirtemarap eht ylno sredisnoc hcihw ecnalab ecnairav

.stsartnoc lanoitavresbo ton dna stsartnoc

 si ngised kcolb A  decnalab ecnairav ylno dna fi )BV(

 fi V ( ' ˆ /) ' )cirtemarap( lla rof tnatsnoc a si

srotcav tsartnoc :

snoitaziretcarahC owT.2

1.2 ahniS morf era noitces-bus siht fo stluser ehT 
lareneg a rof eurt era yeht hguohtlA .]5891[ ahaS dna
ngised detcennoc eht ylno redisnoc llahs ew ,ngised kcolb

.noitces suoiverp eht ni tuo detniop sa ,noisrev

enifed ew ,2 noitinifeD htiw tnetsisnoc dna ot lellaraP
llahs ew dnA .swollof sa ngised decnalab ycneiciffe na

.noitces siht fo stluser eht lla ni noitined siht esu

fi ylno dna fi decnalab ycneiciffe si ngised kcolb A
'r    /  V ( '̂ )cirtemarap( lla rof tnatsnoc a si )

srotcev tsartnoc .

roF :etoN( r = 1r era 2 noitineD dna 1 noitineD ,
).tnelaviuqe

a fo yticilpmis lacitylana eht woh ees won llahs eW
ycneiciffe ro ecnalab ecnairav sti dna ngised kcolb

 fI .detaler-retni era ecnalab C nac ngised kcolb a fo
yna tuohtiw yletaidemmi dna ylisae deniatbo eb
a dellac eb nac ngised eht neht ,ecnatsissa retupmoc
no gnitnemmoc elihW .ngised )ezylana ot( ”elpmis“
,sretupmoc fo ega na ni ngised kcolb a fo ”yticilpmis“
yllausu si ’yticilpmis‘ taht skramer ]1791[ iksnilaC
.ngised eht fo ”ecnalab“ fo stnemele htiw deinapmocca
:ksa eW ”.elpmis“ era sngised decnalab taht raelc si tI
roF .sey si rewsna ehT ?decnalab sngised ”elpmis“ era

,elpmaxe

 )i( vIC ;)1 noitinifeD( ecnalab ecnairav

 )ii( rC .)2 noitinifeD( ecnalab ycneicife
sepyt niatrec fo yticilpmis lacitylana eht ,suhT
ecnalab ycneiciffe dna ecnalab ecnairav eht eziretcarahc

won si ti noitaziretcarahc siht morF .ngised kcolb a fo
 eht eziretcarahc ot ysae C ngised BE dna BV a fo xirtam-

,]4791[ amayegaK ,]8591[ oaR fo stluser eht ta evirra dna
 ]1791[ iksnilaC cte eb nac ti ,tcaf nI .sngised hcus no ,.

taht devorp

 )i(  V ( '̂ /) ' lla rof tnatsnoc   taht hcus ' 0 = 1

 fi ylno dna fi vIC

 fi ylno dna fi 1 ][ v vvJvIC ,

 erehw J  uu  a si v  v ;seno lla fo xirtam

)ii( '' / Cr lla rof tnatsnoc= taht hcus ' 1 0=

 fi ylno dna fi rC
 fi ylno dna fi r[ C r r –  / n]

 fi ylno dna fi '
0 ]/1[ v nrIM .

drawrofthgiarts dna elpmis a ereh niatbo ew suhT
no desab ngised decnalab ycneiciffe fo noitaziretcarahc

.)2.feD( DBE fo noitinifed tuc-raelc dna taen a

2.2  -iretcarahc tnereiffid a deredisnoc ]9591[ senoJ
-disnoc fo daetsnI .DBE dellac yadot si tahw fo noitaz
lanoitavresbo sredisnoc eh ,stsartnoc cirtemarap gnire
.stnenopmoc kcolb -retni dna -artni rieht dna stsartnoc

'Ts erehw , 'rs  a dellac si ,0 = tsartnoc tnemtaert .

,woN

''' BkNsQsTs
 = artni .pmockcolb   + retni ,.pmockcolb

erehw

(voC '' , BkNsQs 0=)

lanogohtro yllautum era stnenopmoc owt eht suhT

teL .stsartnoc lanoitavresbo 1s dna 2s yllautum owt eb
,si taht ,srotcev tsartnoc tnemtaert lanogohtro

'''
2121 .0 srsrsrs

 lliw nehW voC ( ''
21 , QsQs ]9591[ senoJ ?orez eb )

:rewsna gniwollof eht htiw pu emac

voC ( ''
21 , QsQs 0 = )
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/
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BE sngised kcolb ni 
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illa rof  , j;i   j 1 =  ; 2  ;... ; v:
& iruP eeS( ot tnelaviuqe niaga si edis dnah thgir ehT

).]7791[ margiN

 C ( = 1 )[ rr  ' ]/ nr ,

erehw  0 ,tnatsnoc laer emos si <  < -ni eht suhT .1
stsartnoc tnemtaert lanogohtro fo stnenopmoc kcolb-art

.DBE ylno dna ,DBE rof lanogohtro era

decnalab ecnairav rof noitaziretcarahc ralimis A
:taht hsilbatse yllaer nac enO .deniatbo eb nac ngised

 voC ( '' ˆˆ,m ) 0= , lla rof ,m taht hcus 'm 0=

= '1  = '1m

vIC
.decnalab ecnairav si ngised eht

era stsartnoc tnemtaert lanogohtro fo s’EULB suhT
ecnairav si ngised eht fi ylno dna fi lanogohtro osla
sa sngised detcennocsid rof eurt si tluser ehT .decnalab
eht rof foorp eht fo eniltuo na nevig ew woleB .llew

.esac lareneg

 ecniS  voC ( '' ˆˆ,m  = ) 2' mC = 

2' pCCCq emos rof p  dna q noitidnoc nevig eht ,

ot tnelaviuqe si secnairavoc orez fo ' pCq  lla rof ,0 = p,

 q  taht hcus 2' pCq 0 = ' ot tnelaviuqe si siht niagA 

C C2  ,.e.i ,  C ( C = vI )C tnatsnoc emos rof ecneH .
.tluser eht

sngised BE fo seitreporp emoS.3

gnitseretni lareves nwohs sah ]0891[ amayegaK
eb nac yehT .sngised decnalab ycneiciffe fo seitreporp

:seirogetac ruof gniwollof eht otni deifissalc

)i( yeht sa ,sdnuob rewol dna reppu ro( seitilauqeni
,stnatsnoc eht gnivlovni )dellac ylralupop era

v  , b  , ri  , kj dna ;

)ii( BE fo ecnetsixe eht rof snoitidnoc yrassecen
;sngised

)iii( fo skcolb tniojsid fo rebmun eht no stluser
( cirtemmys  v = b ;sngised BE yranib )

)vi( .ngised BE na fo laud no stluser

yhtgnel eht ot edam eb yam ecnerefer a sliated roF
.]0891[ amayegaK fo repap

ngised BE na fo laud eht taht dehsilbatse ]6791[ ahaS

 a si C  ,ngised- .e.i  gniyfsitas ngised kcolb a , 2
0M = 0M ,

< 0 emas eht edam osla ]0891[ amayegaK .1 <
.noitavresbo

 fi taht nwohs dah ]5791[ magiN dna iruP Nv×b eht si 

si os neht ,ngised BE na fo xirtam ecnedicni *
btN erehw

N*  morf deniatbo si N  tsrif eht gnidda yb a  1 neht ,swor
 txen a  2  tsal eht ot pu ,... ,swor a  t  fo swor N  erehw , a1+a2+

+at=v.

eht no snoitavresbo emos htiw noitces siht esolc eW

 no ]0891[ amayegaK fo sdnuob ir dna  BE na fo
 a rof taht nwohs sah eH .ngised yranib ,ngised BE 

)()()()( ijji ijji
rnimnkxamkxamrnimn 

)()()()( ijji ijji
rxamnknimknimrxamn 

)1.3(
dna

)1(1)1(1 jij jj
knimnrkxamn

)2.3(
 eht morf woN C yb nevig ,ngised BE na fo xirtam-

C 1( = [) rr  'r /n ,] )3.3(
htob fo stnemele lanogaid eht gnirapmoc no ,evah ew

,sedis eht

[= 2

1

b

ji
j

n = / k j  2
ir n/ [/] r  i =

2
ir /n ,] )4.3(

etirw nac ew hcihw morf
2 ]/[ jji

ji

aknn [/ n2 a-  ,] =a 2
i

i

r )5.3(

 si ngised eht fi ,neht ylraelC yranib  , .e.i  fi , n ji ,1 ro 0=

[ = bn [/]a n2 a ,] )6.3( 

tcaxe na nehW .osla ,]0891[ amayegaK yb devresbo sa
-naem a evah ot sesaec ytilauqeni na nwonk si noitaler
fo weiv ni sselesu si )1.3( taht nosaer siht rof si tI .gni

.)6.3(

 rof dnuob reppu na dnif nac ew )4.3( morf ,niagA ri,
 gnivlovni ton yam hcihw ,ylppa-ot-kciuq ecneh dna

 0 ecniS .)2.3( fo taht ot elbareferp eb <  < evah ew ,1
:)4.3( morf

22 .,...,2,1,ijjii
j

virknnr )7.3(

ngised BE yranib rof ,eroferehT
2 ,1 jjjii

jj

kknnr

ahaS
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  ecneh dna
1

i
j j

nr
k

  )8.3( 

yleman ,)7.3( ytilauqeni eht fo flah rehto eht gnizilitU

2

1

/
b

jjii
j

knr

tub ,ngised BE na rof ylno ton eurt si yllatnedicni hcihw
etirw nac ew ,ngised kcolb lareneg a rof osla

2
jjii

jii

knr

,si taht
22 .)1(/)( jjjijji

jijiji

kknknn )9.3(  

taht swollof ti ,yitilauqeni siht morF
22 1,)1(/ jj

jj

vnbkrokvbn )01.3(

kcolb lareneg a fo sretemarap eht gnivlovni ytilauqeni na
.ngised

rof dnuob rewol a evig ew ,yllaniF BE yna rof
)9.3( ,)5.3( morF .)ylno yranib eb ot demussa ton( ngised

swollof ti )01.3( dna

22 ))1(( j
j

anakvbn )11.3(

 fo sdnuob reppu no eton a htiw dne eW b BE ni 
fo rebmun eht rof dnuob rewol nwonk-llew A .ngised

si ngised BE fo skcolb

b v )21.3(

reppu na evah ew ,)01.3( morF .]0891[ amayegaK(
 rof dnuob b : 

.1 j
j

kvnb )31.3(

rof gnitutitsbus niagA  ni )6.3( morf  ,)11.3( fo 
 rof evah ew yranib ngised BE 

1 j
j

kvb )41.3(

snoitcurtsnoC.4   fo BE sngised 

fo noitcurtsnoc eht rof yroeht on yllaer si erehT
emos tsixe ereht erutaretil nI .sngised decnalab ycneiciffe

.sngised hcus fo noitcurtsnoc fo sdohtem etercsid

a gnidda yb ngised BE na detcurtsnoc ]6791[ ahaS
sti htiw gnola DBIB a ot ylbatius tnemtaert wen
a gniyfsitas sretemarap htiw ngised yratnemelpmoc

 ahthserhsluK .noitaler niatrec la te tayadeH dna ,]2791[ .
fo dohtem“ dellac ,dohtem a evag ]4791[ reredeF dna
.sngised decnalab ecnairav fo noitcurtsnoc fo ”gnizinoinu

dohtem siht dezilareneg ]7791[ magiN dna iruP ,retaL
.sngised decnalab ycneiciffe fo noitcurtsnoc eht rof

eht deredisnoc ]1891[ amayegaK ,yltneceR
eh ,yllacisaB .sngised BE yranib fo noitcurtsnoc
suoirav ni dohtem ]7791[ s’magiN dna iruP dezilareneg

BE yranib fo rebmun egral a detcurtsnoc dna snoitcerid
lanoitcurtsnoc gnitseretni eht fo sliated roF .sngised
fo repap eht ot edam eb yam ecnerefer a stluser

.]1891[ amayegaK

SECNEREFER

kcolb ni snrettap elbarised emos nO :)1791( .T ,iksnilaC
.292-572 ,72 ,scir-temoiB .sngised

decnalab nO :)4791( .T .W ,reredeF dna .A ,tayadeH
.2 ,.tatS.nnA .sngised kcolb

.skcolb etelpmocni fo ytreporp a nO :)9591( .M .R ,senoJ
.971-271 ,12 ,B ,.coS .tatS .yoR .ruoJ

-ycneiciffe fo seitreporp nO :)0891( .S ,amayegaK
.616-795 ,9A .tatS ni.mmoC .sngised decnalab

-ycneiciffe fo snoitcurtsnoC :)1891( .S ,amayegaK
.085-955 ,01A .tatS ni.mmoC .sngised decnalab

:)2791( .M .G ,ahaS dna .A ,yeD ,.C .A ,ahthserhsluK
dna snoitacilper lauqenu htiw sngised decnalaB
.5431-2431 ,34 ,.tatS .htaM .nnA .sezis kcolb lauqenu

ycneiciffe no eton A  :)5791( .K .A ,magiN dna .D .P ,iruP
.064-754 ,73 ,B ,ayhknaS .sngised decnalab

kcolb decnalaB  :)7791( .K .A ,magiN dna .D .P ,iruP
.9711-1711 ,6A ,.tatS ni .mmoC .sngised

.nnA .sngised decnalab no eton A :)8591( .R .V ,oaR
.492-092 ,92 ,.tatS .htaM

kcolb ni snrettap s’iksnilaC nO :)6791( .M .G ,ahaS
.293-383 ,83.B ,ayhknaS .sngised

ecnelaviuqe eht nO :)5891( .M .G ,ahaS dna .K .B ,ahniS
kcolb fo yticilpmis ot sehcaorppa owt neewteb
.nalP .tatS .ruoJ .stluser detaler emos dna sngised

.042-732 ,11 ,.fnI dna

kcolb fo sisylana dna ngised ehT :)2591( .D .K ,rehcoT
.19-54 ,41 ,B ,.coS .tatS .yoR .ruoJ .stnemirepxe

BE sngised kcolb ni 




